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行列の対角化

佐賀大学 新井康平

例題
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ベクトル空間の基底と次元

• u1, . . . ,unがVを生成する(generate)
V のどの元もu1, . . . ,unの1 次結合
• Rnの基本ベクトルe1, e2, . . . , enはRnを生成
する．

• Rnの基本ベクトル{e1, e2, . . . , en} はRnの基底
である．

• この{e1, e2, . . . , en} をRnの標準基底と呼ぶ

ベクトル空間V の基底を構成する
元の個数はつねに同じ

• u1, . . . ,umとv1, . . . , vnがVの基底であるとす
る

• v1, . . . , vn はu1, . . . ,umの1 次結合．ここでも
しn > mならばv1, . . . , vn は1 次従属

• v1, . . . , vn が基底であることに反する．

• ゆえにn < m である．上の議論で， u1, . . . ,um
とv1, . . . , vn の役割を交換すれば，m < n が
出る．ゆえにm = n である．

• ベクトル空間V の次元（記号でdim(V ) と書く）
とは，Vの基底をなす元の個数

• 零ベクトルのみからなるベクトル空間を0 次
元のベクトル空間

• dim(Rn) = n．なぜなら，e1, . . . , enはRnの基底

• dimR[x]n = n + 1．なぜなら，単項式1, x, . . . , xn
は1 次独立，かつR[x]nを生成するので， R[x]n 

の基底

• V が有限次元: V のベクトルの1 次独立な最
大個数が有限、その最大個数がdim(V )

• dim(V) = n とし，{u1, . . . ,un } をV の基底の一
つとする．Vから(n+1) 個以上のベクトルを
とってくると，それらは必ずu1, . . . ,unの1 次結
合で書けるので，1 次従属である．ゆえにnが
1 次独立な最大個数
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• 逆に1 次独立な最大個数をn とし， u1, . . . ,un
が1 次独立であるとする．任意のu  Vに対し
て，u, u1, . . . ,un は1 次従属ゆえ，uは
u1, . . . ,unの1 次結合．

• ゆえにu1, . . . ,unはVを生成していて基底とな
るから，dim(V ) = n

例

• で生成されるR3の部分空間W =<a1, a2, a3>R
を考えると，dim(W) = 2

• 実際，3 次正方行列
の1 行目と2 行目は1 次従属であり，これらは

3 行目と1 次独立なので，rank(A) = 2である．そ
してこれはa1, a2, a3の1 次独立な最大個数に等
しい．

例題

• 次の解空間の次元を求め，基底を1 組挙げよ • Aを簡約化すると

• x2 = c1，x4 = c2，x5 = c3 とおくと，Ax = 0 の解x，
すなわちx  W は

• 上式は， a1, a2, a3がW を生成することを示し
ている．そしてa1, a2, a3は1 次独立．

• ゆえにdim(W) = 3であって，{a1, a2, a3} はW
の基底

• 連立方程式の解空間の1 組の基底を，その
連立方程式の基本解という

• 連立1 次方程式 Ax = 0 （A はm × n 行列，

• 解空間をW とする．Aを簡約化し、B とすると，
Bの主成分に対応しない未知数に値を任意
に与えることで連立1 次方程式の解が得られ
る

• 値を任意にとれる未知数の個数＝W の次元
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• B の主成分を含む列の個数がrank(A) である
から，次の重要な定理を得る

dim(W) = n − rank(A)
• n − rank(A) を連立1 次方程式の解の自由度
という

零空間

• 線形作用素 A: V → W の零空間、核空間
Nul(A) := {x in V | Ax = 0}
• Ker は零空間が線形写像としての Aの核

(Kernel) にあたる
• 線形写像の像 (image) は値域 (range) と呼ば
れ、線形作用素 Aの値域は Ran(A)

• 零空間は、ベクトル空間 Vの部分空間


